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Sur une Extension du Theoreme de Menger aux Graphes Infinis 
NORBERT POLAT 
Partial an~wers are given to a problem of Erdos about the extension of a version of Menger's 
theorem to infinite undirected graphs. We show that the answer is positive in particular for graphs 
without ray (Le. infinite path), and for locally finite graphs having no subdivision of the dyadic 
tree as a subgraph, and whose sets of pairwise disjoint rays belonging to the same end are finite. 
INTRODUCTION 
Dans [1, p. 159, problem 8] Erdos faisait observer que Ie theoreme de Menger dans 
Ie cas fini peut etre enonce sous la forme equivalente suivante: Si A et B sont deux 
ensembles non vides de sommets d'un graphe X, alors il existe un ensemble F de chaines 
de X reliant A et B et deux a deux disjointes, et un ensemble S de sommets de X separant 
A de B, tels que tout element de F possede un unique eliment de S, et tout eliment de S 
appartienne a un eliment de F. 
Erdos suggerait alors de determiner si cette version du theoreme de Menger s'etend 
aux graphes infinis. Jusqu'a present, a part un resultat partiel de Podewski et Steffens 
[5], aucune reponse complete n'a ete apportee. 
Dans cet article, afin d'utiliser certains resultats de [8], nous avons pose ce probleme 
sous une forme differente bien qu'equivalente ne faisant plus intervenir la notion de 
separateur, mais uniquement une certaine classe d'ensembles de AB-chalnes que nous 
avons appeles AB-faisceaux fortement maximaux, ce qui avait deja ete considere par 
McDiarmid dans [4]. Cela nous a permis de prouver que la reponse au probleme precedent 
est affirmative tout d'abord dans Ie cas ou X est un graphe sans rayon (i.e. chaine infinie), 
ce qui generalise la forme non orientee du resultat de Podewski et Steffens; et ensuite 
grace a des resultats de [7], dans Ie cas plus general ou X est un graphe qui ne possede 
aucune subdivision de l'arbre diadique comme sous-graphe, dont l'ensemble des sommets 
de degre infini est disperse, c'est-a-dire peut etre separe de toute classe terminale ('Ende' 
dans [2]) par un ensemble fini de sommets, et qui ne contient aucun ensemble infini 
de rayons deux a deux disjoints appartenant a une meme classe terminale. 
Nous tenons a remercier Ie rapporteur pour ses nombreuses remarques et suggestions 
fort pertinentes. 
o. NOTATION ET TERMINOLOGIE 
Les notations et la terminologie sont les memes que celles de [7] et [8]. Nous allons 
malgre tout en rappeler les principales. 
0.1. Pour un ensemble A nous noterons lAlla cardinalite de A, et ~(A) [resp. ~w(A)] 
l'ensemble des parties (resp. des parties finies) de A. De plus A /::::,. B designera la difference 
symetrique des ensembles A et B. 
0.2. Les graphes que nous considererons sont non orientes et sans boucle. Pour un 
graphe X nous noterons V(X) l'ensemble de ses sommets, et E(X) celui de ses aretes. 
L'arete d'extremites x et Y sera notee [x, y]. Pour XE V(X) nous poserons 
V(x;X)={ye V(X):[x,Y]EE(Xn 
et nous l'appellerons Ie voisinage de x dans X La cardinalite de cet ensemble est Ie degre 
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de x dans X. Nous noterons V oo(X) l'ensemble des sommets de degre infini de X, et nous 
dirons que X est localement fini si V oo( X) = 0. 
Y est un sous-graphe de X, symboliquement Y s;; X, ssi V( Y) s;; VeX) et E( Y) s;; 
E(X); c'est une restriction de X, symboliquement y". X, si et seulement si c'est un 
sous-graphe tel que X,yE V(Y) et [x,Y]EE(X) impliquent [x,Y]EE(Y). Si S est un 
ensemble quelconque nous noterons X IS (resp. X - S) la restriction de X a l'ensemble 
S [resp. VeX) - S)], et pour un graphe Y, X - Y designera Ie graphe X - V( Y). 
La reunion d'une famille (XJieI de graphes est Ie graphe, note UieI Xi' tel que 
V(~Xi)=~V(XJ et E(~Xi)=~E(Xi)' 
Vintersection nieI Xi est definie d'une fa~on analogue. De plus si (XJieI est une famiIIe 
de sous-graphes d'un graphe X, la restriction de X a UieI V(XJ est appelee Ie joint de 
cette famille, et est notee V iel Xi' 
Vne chaIne W = (xo, .. . , xn) est un graphe avec V( W) ={xo, .. . , Xn} (Xi'= Xj pour 
i,= j) et E(W) = {[Xi' Xi+l]: 0'" i< n}. Un rayonR = (xo, Xl>") est un graphe avec VCR) = 
{xn: 0". n} (Xi ,= Xj pour i,= j) et E(R) = {[xm Xn+I]: 0". n}. Un ensemble de rayons sera 
dit presque fini s'il n'a aucune partie infinie formee d'elements deux a deux disjoints. Un 
graphe dont I'ensemble des rayons est presque fini seta dit presque sans rayon. 
0.3. Etant donnes deux sommets X et y d'un graphe X, nous appellerons xy-chafne 
de X toute chaine de X d'extremites X et y. Si X = Y une telle chaine est reduite au seul 
sommet x. Plus generalement, si A et B sont deux parties de VeX), une AB-chafne de 
X sera toute xy-chaine de X avec X e A et ye B et dont seules les extremites appartien-
nent a Au B. En particulier tout element de A r. Best une AB-chaine de X. Nous 
appellerons faisceau d'un graphe X tout ensemble de chaines de X deux a deux disjointes; 
et pour A, B s;; VeX) un AB-faisceau de X sera un faisceau de X dont tous les elements 
sont des AB-chaines. En particulier si A ou B est vide alors 0 est l'unique AB-faisceau 
de X. Nous noterons fI(X, A, B) l'ensemble des AB-faisceaux de X, et nous poserons 
JL(X, A, B) = sup{IFI: Fe fI(X, A, B)}. 
Etant donnees trois parties A, B et S de VeX), nous dirons que S separe A de B dans 
X, ou que S est un AB-separateur de X si et seulement si toute AB-chaine de X possede 
un sommet dans S. D'apres l'extension du theoreme de Menger aux graphes infinis, nous 
avons 
JL(X, A, B) = inf{ISI: S est un AB-separateur de X}. 
Nous remarquons aisement que si JL(X, A, B) est infini alors tout AB-faisceau F maximal 
(pour l'inclusion) est de cardinalite maximum. En effet on a 
JL(X, A, B)". I V(U F)I = IFI'" JL(X, A, B) 
puisque V(U F) est un AB-separateur de X. 
0.4. Un hypergraphe est un couple (S, d) ou d est un ensemble de parties non vides 
de S tel que U d= S. En raison de cette condition, on identifiera d avec (S, d). Les 
elements de ~ (resp. de S) sont les aretes (resp. les sommets) de I'hypergraphe. Un 
couplage de d est un hypergraphe r5 s;; d dont les aretes sont deux a deux disjointes. 
On note (f(d) I'ensemble des couplages de .s!- et on pose 
lI(d) = sup{/C€I: C€ e (f(d)}. 
Si H est un ensemble de sous-graphes d'un graphe X on posera 
'V(H)={V(Y): YeH}. 
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En particulier pour A, B ~ V(X), on notera 'V(X, A, B) l'hypergraphe 'V(H) ou H est 
l'ensemble des AB-chaines de X. II est clair que l'application Ft---+ 'V(F) est une surjection 
de fJ'(X, A, B) sur ~('V(X, A, B)). 
Rappelons pout terminer la notion de pseudo-arete introduite dans [8 section 4]. Une 
pseudo-a rete d'un hypergraphe d est une partie non vide ~ de U d n'appartenant pas 
a d telle que, pout toute partie finie T de U d, il existe A E d avec AnT = P n T. 
Nous noterons 9Jl(d) l'ensemble des pseudo-aretes de d. Prrr exemple si X est Ie graphe 
forme d'un rayon (xo, Xl>' .) et de deux sommets a et b non adjacents, n'appartenant 
pas a ce rayon mais adjacents a tous les sommets de celui-ci, alors on a 
9Jl('V(X, a, b)) = {{a, b}}u {{a, b} u {Xi: i;;;. n}: n;;;' O}. 
1. AB-FAISCEAUX FORTEMENT MAXIMAUX 
Dans tout cet article A et B designeront deux ensembles de sommets d'un graphe X. 
1.1. Grace a la surjection Ft---+ 'V(F) de fJ'(X, A, B) sur ~('V(X, A, B)), nous allons 
pouvoir appliquer aux AB-faisceaux de X certaines proprietes des couplages de 
'V(X, A, B). Ainsi a la notion de couplage fortement I-maximal [8, (3.6)] va correspondre 
la notion de AB-faisceau fortement maximal, c'est-a-dire: 
DEFINITION 1.2. Un AB-faisceau F de X sera dit fortement maximal ssi, pour toute 
partie finie F' de F, on a 
JL(X -U (F- F'), A, B) = IF'I. 
Nous noterons fJ'FM(X, A, B) l'ensemble des AB-faisceaux fortement maximaux de X, 
et nous dirons que X est AB-enchalnable si fJ'FM(X, A, B) ¥ 0. 
Comme cas particuliers de deux resultats sur les couplages nous obtenons: 
THEOREME 1.3. Soit F un AB-faisceau de X. Les assertions suivantes sont equivalentes: 
(a) Fest fortement maximal; 
(b) Pour tout P' E fJ'(X, A, B) tel que F L F' soit finie, on a 
IF'-FI",;IF-F'I; 
(c) L'ensemble V(F) a un transversal minimal separant A de B dans X (i.e. it existe 
une injection rp E n WEF V( W) telle que rp(F) soit un AB-separateur de X). 
L'equivalence de (b) et (c) est Ie resultat principal de l'article [4] de McDiarmid; Ie 
th60reme lui-meme est une consequence directe de [8, (2.19), (3.7) et (3.8)]. 
REMARQUE 1.4. En raison de la condition (c) du th60reme precedent, Ie probleme 
de Erdos peut etre pose de la maniere suivante: 
Un graphe est-it AB-enchalnable quels que soient les ensembles A et B de sommets? 
Nous ne resoudrons que partiellement ce probleme. Remarquons tout d'abord que la 
response est positive danslecasouA ou B estvide,puisqu' onaalors fJ'FM(X, A, B) ={0}. 
1.5. II est clair qu'un graphe X est AB-enchalnable ssi chacune de ses composantes 
est AB-enchalnable. En eiIet, si rest I'ensemble des composantes de X, on a 
fJ'FM(X,A,B)={ U Fy: FyE fJ'FM(Y,A,B) pour tout YEr}. 
YEF 
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D'autre part tout (A - B, B - A) -faisceau fortement maximal peut etre complete en un 
AB-faisceau fortement maximal. 
Sans perte de generalite nous pouvons donc convenir que dans toute la suite de cet 
article, X est un graphe connexe, et A et B sont deux parties de V(X) avec A n B = 0. 
2. DEVELOPPEMENTS ARBORESCENTS 
Afin de pouvoir utiliser certains resultats de [7] nous allons rappeler la notion de 
developpements arborescents d'un graphe, qui a ete definie plus generalement pour les 
hypergraphes dans [8, (5.2)]. Ce concept est d'ailleurs tout a fait analogue a celui de 
"baumformige Zerlegung" introduit par Halin dans [3]. 
2.1. Etant donnes un graphe X, un sous-graphe Y de X, et une composante Z de 
X - Y, nous poserons 
Fr( Y, Z) = {x E V( Y): V(x; X) n V(Z) ~ 0} 
et nous l'appelerons la frontiere de Y avec Z. 
DEFINITION 2.2. On appellera developpement arborescent d'un graphe connexe X 
toute suite (Xn) n<w verifiant, pour tout entier n, les conditions suivantes: 
DA1. Xn est une restriction connexe non vide de X; 
DA2. Xn ~Xn+l; 
DA3. Pour toute composante G de X - Xm Fr(Xm G) est finie, et Ie graphe X n + 1 n G 
est une restriction connexe de G possedant un element du voisinage de chaque sommet 
appartenant a Fr(Xm G); 
DA4. X=Vn<wXn. 
2.3. D'apres [8, (5.2)], a tout developpement arborescent 1: = (Xn) n<w d'un graphe 
X, on associe un arbre, que l'on notera T!£ et que l'on appellera l'arbre associe a 1:, et 
qui est defini de la maniere suivante: 
(a) 
n<w 
OU, pour tout en tier n, rn designe l'ensemble des composantes de X - Xn; 
(b) [Zo, ZI] E E( T!£) sietseulementsiZo v ZI estconnexeetilexiste i E {O, l}telque,si n 
est Ie plus petit entier pour lequel on a Z; ~ Xm alors on a ZI-; = X n+l n G pour un certain 
GErn• 
DEFINITION 2.4. Un developpement arborescent d'un graphe X est finitaire si et 
seulement si tout sommet de son arbre associe est une restriction finie de X 
Rappelons finalement Ie theoreme [8, (5.5)]. 
LEMME 2.5. Soit X un graphe connexe sans rayon. On a alors les deux conditions 
suivantes: 
(a) X a un developpement arborescent finitaire; 
(b) L'arbre associe de tout developpement arborescent de X est sans rayon. 
2.6. Soit 1: = (Xn) n>w un developpement arborescent d'un graphe X, et soit 
Y E V( T!£). Si n est Ie plus petit entier tel que Y ~ Xn alors, dans Ie lemme qui suit, G~ 
designera soit X si n = 0 soit la composante de X - X n - 1 contenant Y si n > O. 
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LEMME 2.7. Si X a un developpement arborescent 1 tel que T£ soit sans rayon et tel 
que, pour tout Y - V( T~), Ie graphe G-} soit AB-enchalnable s'il en est de meme de toute 
composante de G-} - Y, alors X est lui-meme AB-enchalnable. 
DEMONSTRATION. Soit 1 = (Xn)n<w' Supposons que X ne soit pas AB-enchainable 
et montrons que T~ a un rayon, ce qui contredira la premiere hypothese du lemme. 
Construisons par recurrence une suite (Yn) n<w de sommets de T~. 
Posons Yo = Xo. Soit n un en tier. Supposons Y n defini de fa~on que gFFM( Gt, A, B) = 
0. Alors, d'apres la deuxieme hypothese du lemme, il existe une composante G de 
G~n - Y n telle que gFFM( G, A, B) = 0. On pose alors Yn+ 1 = G n X n+1• II est evident 
que Y n+1 E V(T~) et que (Yo, ... , Yn+ 1) est une chaine de T~ . Par suite (Yo, Yl>" . ) 
est bien un rayon de T~ , ce qui acheve la demonstration. 
COROLLAIRE 2.8. S'il existe une restriction connexe Y de X sans rayon telle que toute 
composante G de X - Y soit AB-enchalnable avec IFr( Y, G)I < CLI, alors X est aussi 
AB-encha lnable. 
DEMONSTRATION. D'apres (2.5) Y a un developpement arborescent finitaire 
(Yn)n <w' Notons r l'ensemble des composantes de X - Y, et soit G E r. La frontiere de 
Yavec G etant finie, il existe un plus petit entier que I'on not era no tel que G soit une 
composante de X - Y nG. Definissons alors une suite (Xn) n<w parla recurrence suivante. 
On pose Xo = Yo et pour tout entier n 
X n+1 = Yn+ 1 VU{GEr: no =n}. 
II est alors clair que (Xn) n <w est un developpement arborescent de X dont l'arbre 
associe est sans rayon, puisqu'en vertu de (2.5) it en est de meme de l'arbre associe a 
(Yn) n <w' Rappelons d'autre part que, d'apres Ie lemme [8, (5.6)], si S est un ensemble 
fini de sommets d'un graphe Z, alors Zest AB-enchainable si toute composante de 
Z - S est AB-enchainable. Par consequent en vertu de ce resultat, des hypotheses de 
l'enonce et du fait que (Yn) n <w est finitaire, la deuxieme hypothese du lemme (2.7) est 
aussi verifiee par (Xn ) n<w' D'ou Ie resultat en vertu de ce lemme. 
3. Nous sommes main tenant en me sure de donner des reponses au probleme de 
Erdos. Le premier resultat n'est qu'un cas particulier du corollaire (2.8). 
THEOREME 3.1. Tout graphe sans rayon est AB-enchalnable, quels que soient les 
ensembles A et B de sommets. 
REMARQUE 3.2. Podewski et Steffens avaient montre dans [5] que Ia reponse au 
probleme de Erdos etait affirmative dans Ie cas des graphes orientes denombrables sans 
rayon. Le theoreme precedant generalise donc Ia forme non orientee de ce resultat. 
En fait nous pouvons remarquer que ce theoreme ainsi que Ie suivant ne sont que des 
consequences de certaines proprietes des couplages de l'hypergraphe rex, A, B) . II s'en 
suit que si X est un graphe oriente, it nous suffit de considerer les couplages de l'hyper-
graphe rex, A, B), dont les aretes sont les ensembles de sommets des AB-chemins de 
X, pour obtenir des resultats analogues pour les graphes orientes. II n'en est par contre 
pas de meme des theoremes (3.5) et (3.7) qui font appel a des resultats qui ont ete prouves . 
dans [7] uniquement pour des graphes non orientes. 
THEOREME 3.3. Si V oo(X) est fini et si X - (A v B) est presque sans rayon, alors X 
est AB-enchalnable. 
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DEMONSTRATION. En raison de [8, (4.2)] et du fait que X-A u B est presque sans 
rayon,l'hypergraphe 'V(X - Voo(X), A, B) verifie les hypotheses du theoreme [8, (4.13)], 
i.e. toute pseudo-arete de cet hypergraphe est infinie avec v( g>( 'V(X - V oo(X), A, B))) < 
w. Par suite en vertu de ce theoreme, X - V oo(X) est AB-enchainable. II en est donc de 
meme de X en raison du lemme [8, (4.14)]. 
3.4. Rappelons brievement Ie concept de classe terminale introduit par Halin [2, 
p. 217]. Si Rl et R2 sont deux rayons d'un graphe X, on pose Rl -x R2 ssi il existe un 
rayon R de X tel que R u Ri soit infinie pour i = 1, 2. Cette relation est une equivalence 
sur l'ensemble des rayons de X, dont les classes sont appeIees classes terminales de X 
(Halin utilise Ie mot 'Ende'). Une classe terminale T de X est dite libre s'il existe une 
partie finie S de V(X) et une composante de X - S dont tous les rayons appartiennent 
ala classe T. Nous noterons ~(X) I'ensemble des classes terminales de X, et pour Y s; X 
nous poserons 
~y(X) ={TE ~(X): T possede un rayon de Y}. 
Rappelons aussi qu'un ensemble A de sommets d'un graphe X est disperse (d. [7, 
(1.0.5), (1.1.10)]) si et seulement si il verifie les conditions equivalentes suivantes: 
(a) Toute partie infinie de A a une partie infinie fragmentee, i.e. dont les elements 
sont deux a deux separes par un sous-ensemble fini de V(X); 
(b) Pour toute classe terminale T de X il existe une partie finie S de V(X) telle que 
l'unique composante de X - S contenant des elements de T ne possede aucun element 
de A; 
(c) II existe une restriction connexe sans rayon Y de X contenant A, et dont la 
{mntiere avec toute composante de X - Y est finie. 
THEOREME 3.5. Si V oo(X) est disperse, si toutes les classes terminales de X sont libres, 
et si tout ensemble de rayons de X - Au B appartenant a une meme classe terminale de 
X est presque jini, alors X est AB-enchafnable. 
DEMONSTRATION. D'apres [7, (1.1.4.2)] et (3.4.c) il existe une restriction connexe 
sans rayon Y de X contenant Voo(X), et telle que toute composante G de X - Y n'ait 
qu'une seule classe terminale et soit telle que Fr( Y, G) soit finie. Le theoreme est alors 
une consequence de (2.8) et de (3.3). 
Plus generalement, en utilisant des methodes developpees dans [6], [7] et [8], nous 
obtenons Ie resultat suivant dont la preuve trop longue et trop technique a ete omise: 
THEOREME 3.6. Si X ne possede aucune subdivision de I' arbre diadique comme sous-
graphe, si V oo(X) est disperse, et si tout ensemble de rayons de X - Au B appartenant a 
une meme classe terminale de X est presque jini, alors X est AB-enchafnable. 
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